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散逸系における粒子パターンの複製・崩壊・散乱のダイナミクス

西 浦 廉 政*)

1 はじめに

化学反応系の渦巻 きパ ターン,流 体系のべナール対流,さ らに神経伝播パルスや形態形成パターン

など散逸系のパ ターンダイナミクスは実に多様である.こ れらが興味を集めるのは,他 の多 くの非線

形系でも見られるように,ル ールは局所的であるにも拘 らず,全 体 としてはデザイナーがいるかのよ

うに美 しい動的秩序が自発的に現れることである.そ の仕組みを理解 し,さ らに予測や制御ができる

ような数理的見方の枠組を作るのが目的となる.近 年のパ ターンダイナ ミクスの焦点は単に定常解や

時間周期解を見つけることから,よ り動的で複雑な時空パ ターンを理解する方向へ向かっている.こ

の解説では,空 間的に局在化 したパ ターン,例 えばパルスやスポットのような粒子パターンの動的ダ

イナミクスとくに

‘複製
,崩 壊,衝 突による散乱'

に焦点を当て,そ れ らの現状 と展望を与えることを試みる.と くに上の3つ のプロセスに着 目する理

由は,図1や 図2で 与えられるような

‘複雑な時空パターンがこれらを組み合わせて得 られるり

と考えられるからである.以 下で述べる見方やアプローチはむろん特定のモデルに限定 されるもので

はなく,多 くの散逸系に適用できる.

 ここではまず図1や 図2で 用いた次のGray-Scottモ デル[5],[23]に ついて議論 を進 める.

(FitzHugh-Nagumo型 方程式, Gierer-Meinhardt方 程式,ま た散乱現象のところで現われる,ガ ス

放電現象に関わる3種 反応拡散方程式系については後節参照.)

(1)

こ れ は酸 化.還 元 反応 の モ デ ル の1種 で,FIS反 応 と よば れ る化 学 反 応 系 の ダ イ ナ ミクス を定性 的 に

よ く記 述 す る([13]).uは 基 質, vは 活 性 因子, Fは 基 質 の流 入,ん は 除去 率, Du, Dvは それ ぞ れ の

拡 散 係 数 で あ り,3次 の非 線 形 性 を もつ.こ れ を用 い て 次 の2つ の 問題 を考 え よ う.

*)2002年9月26日 島根大学 における総合講演者
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1.自 己複製,自 己崩壊をもたらす機構及びそれらと複雑時空パターンの関係

2.局 在パターンの衝突による散乱現象

図1:Gray-Scottモ デ ルにおける2

次 元時 空 カオスパ ター ン.領 域が 島

状 のスポ ットで埋めつ くされた後,ス

ポ ッ ト間にある種の競 合が起 こる.右

上の4つ の島はt=29600で 一斉 に

消 え始め,t=30000で は完全に消滅

する.一 方 まわ りにあ った島はこの空

地に侵入す ると同時 に分裂 を始め,t=

31200で は再 び4つ の島の状態 に戻っ

ている.こ の ような崩壊 と分裂 による

複 製が次 々と起 こり,全 体 と しては時

空カオス となる.

図1を 見てもわかるように我々の対象は,

短い時空間スケールでは局所的に秩序パ

ターンが観察される.む ろんこれは一時

的なもので,解 は常に ‘分裂'や ‘崩壊'を

伴いなが らい くつかの状態を次 々と ‘遍

歴'し てい く.後 に議論する散乱現象も,

図8や 図9に あるように2つ の進行波パ

ルスを衝突させたときの入出力関係はパ

ラメータと共に変化するが,そ の転移す

る付近では軌道は奇妙なことにある状態

(後に分水嶺解とよぶ もの)に 近付いてか

ら出力を出すように見える,我 々が最 も

興味があるのはこのような遷移的なダイ

ナミクスである.し かし数学的に捉える

のはどの1つ をとつて も容易ではない.

それは次のような困難点があるか らであ

る.

図2:Gray-Scottモ デ ル に お け る 時 空 間 自己相 似 パ タ ー ン. v一

成 分 を グ レー ス ケー ル で表 示 して い る.パ ル スの 自己複 製 と対 消

滅 の バ ラ ンス がSierpinskiガ ス ケ ッ ト的 自己相似 パ ター ン を生 み

出 して い る.こ れ は最 初 に早 瀬 ・太 田[10】 らに よ りBonhoeffer-

van der Pol型 の方 程 式 に対 して得 られ た.

 ●解そのものについては ‘大変形'を 伴 う.

 ●軌道が動 く範囲は相空間における ‘大域的'な 問題 となる.

 ●不安定度が高い分水嶺解の発見 と解析

むろん力学系理論,分 岐理論,特 異摂動論そ して漸近的手法により解決可能な部分はあるが,多 くの

場合相空間における局所的ダイナミクスの記述に留 まり,全 体像には及ばない.最 も興味あるのはそ

れらの局所ダイナ ミクスの ‘つなが り具合'で ある.現 在のところこれを明らかにする有効な手段は計
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算機によるもの しかない.そ れは単にシミュレーションをしてそのつなが り具合の雰囲気をつかむと

い う意味ではな く,具 体的にパラメータを含む解空間構造の大域的解剖を行い,`何'が 軌道をそのよ

うに振舞わせているのかを調べることである.こ の機構 に対するある種の幾何的特徴付けの試みが成

功すれば,そ れは多 くの現象を説明し得る枠組の候補 となり,同 時に厳密化への道 も開かれる.実 際,

複製や崩壊では分岐解の枝の階層構造,時 空カオスに対 しては一般化されたヘテロクリニックループ

軌道が,ま た粒子パターンの散乱においては,大 域的ダイナミクスの ‘節(ノ ー ド)'とでも言 うべ き,

分水嶺解がこのつなが り具合の要の役割を果たす ことが明らかになる.こ の解説では全体の流れを重

視 し,広 い読者層 を想定 した.よ り詳 しい議論,数 値計算のデータ等については個々の文献を参照さ

れたい.全 般的には[18],[20],[21],[22]を 見 られるとよいであろう.

 最後にここで述べる結果は上山大信(広 島大学),上 田肇一(北 海道大学),栄 伸一郎(横 浜市立大),

寺本敬(北 海道大学)の 諸氏 との共同研究に基づいている.ま た多 くの方から有益な助言を頂いたこと

をここで感謝致 します.

 2 粒子パターンの弱い相互作用と強い相互作用

 粒子パ ターンを含む空間的に局在化 した定常解,進 行波解,周 期解あるいはカオス的に振舞う解な

ど,あ る特定の解のクラスを ‘ObJect'と よぶことにする.そ れらを取 り扱 う際,大 まかに3つ の段階

がある.

 1.Objectの 発見物語

 2.Object間 の弱い相互作用によるダイナミクス

 3.Object間 の強い相互作用によるダ イナミクス

第1段 階は上に述べたような解の数値的発見,厳 密な構成そしてそれらの安定性,分 岐解析へとつな

がる様々なObjectの 発見物語 とその諸性質の解析である.こ れはfiringの 拡散不安定化(diffusion-

driven instability)の アイデアが提唱されて以来,綿 々と続いている基本段階であ り,新 たなモデル

系が提案 されるとまずここか ら出発することになる.反 応拡散系 における特殊関数のリス ト作 りとい

うべ きものである.第2段 階は構成 したObjectが 複数存在するときそれらの間の相互作用 ダイナミ

クスを考 えようというものである.相 互作用 をしているときの解の状態がObjectの コピーを重ね合

わせたものでよく近似 されるならばそれは ‘弱い'相 互作用とよぶことにする.粗 く言えば,Object

が 自分の同一性(identity)を 失わずに,尾(tail)を 通 してのみ相互作用 している状態 と言える.フ

ロントが複数存在するときの超微速運動,局 在パルスや渦解が十分離れているときの運動はその典型

例である.2次 元で言えば,図1の ようなスポット解が(必 要ならリスケーリングして)そ れが1点

とみなせるならば,取 り扱いは大変楽になる.そ の相互作用 を考 えるのもポテンシャル場を通して相

互作用する粒子の運動 という雰囲気に近 くなる.実 際,摂 動的手法でそのダイナミクスは有限次元の

常微分方程式系に帰着 される.さ て第3段 階の ‘強い'相 互作用はそれによりパターンの同一性が失わ

れてしまうものをいう.個 々の進行パルスやスポットは安定であつても,そ れらが激 しく衝突すると

大変形の後,元 の状態とは大きく異なるパターンの出力が見 られる.FitzHugh-Nagumo方 程式の進

行パルス解の対消滅(annihilateon)は 古 くから知られている例である.こ の粒子パターン同士の ‘散

乱過程'は 強い相互作用の典型である.1つ の粒子パターンが分裂 して,自 分と同じものを生み出した

り(自 己複製),自 発的に消滅(自 己崩壊)す る過程 も相手はいないが自分自身との強い相互作用と見
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れる.こ れらのダイナミクスをどのように捉えればよいであろうか?次 の3つ が相補的に働 くと考え

られる.

・分裂や崩壊の不安定性を伴う粒子パターン間の弱い相互作用理論

・大域的分岐探索による駆動機構の解明一 個々の軌道から軌道全体の成す幾何学へ

・散乱における分水嶺解の解析

最初の摂動的手法は物理学者により先鞭はつけられたが(例 えば[3],[4]参 照),そ れらは十分離れた安

定なパルス間の相互作用を取 り扱うものであつた(そ の数学的証明は例えば,[6]に よってなされた).

ここでの興味はさらにそれらが分裂や崩壊の不安定をもちつつ相互作用する場合であ り,そ のパルス

間相互作用の厳密な取 り扱いは極めて最近のことである(例 えば[7],[9]参 照).2番 目のアプローチ

([14],[15],[18],[19],[20])に おいては次のような発想の転換が行われていることに注意 しよう:『個,々

の軌道の詳細 を追うのではなく,分 岐空間において解の枝全体が成すネットワークがダイナミクスを

どのように駆動 しているかを調べる』これは言 うは易 く,行 うは難 しなのであるが,近 年の計算機の

発展に助けられて,相 当可能 となってきた.そ れによればあるクラスの解の枝全体が成す幾何構造が

遷移的なダイナミクスを駆動 していることがわかる.従 つて単にモデルをシミュレー ションしている

だけではだめで,ど うしてもAUTO([2])に 代表 される分岐解追跡ソフトによるネットワーク解明が

不可欠となる.今 後,精 度保証計算法が特異点を含む分岐解 にも適用で きるようになれば,局 所分岐

理論や特異摂動では難 しい中間領域における厳密理論への道 も開かれるであろう.3番 目の分水嶺解

は散乱という真に無限次元空間における変形をどのように理解するかに大 きなヒン トを与えるもので

ある.後 節で述べるように分水嶺解は不安定度(そ の解での線形化スペクトルの不安定固有値の数,つ

まりモース指数)が 高 く,時 間発展のなかで常に目に見 える形で出現するわけではないが,軌 道の入出

力関係 を制御する隠れた主役になつている.

 3 自己複製と自己崩壊

 散逸系の粒子パルスにのみ見 られる特徴的なものは相手との相互作用なしに自ら崩壊する`自 己崩

壊'パ ターン,さ らに自分自身と同 じものを生み出 してい く`自 己複製パターン'で あろう.こ れ らは

保存的でないという散逸系の特徴が出ているが,崩 壊や生成が粒子 という1つ のまとまりを単位 とし

て行われ,生 き生 きと見えるのが面白い.自 己崩壊 と自己複製は一見,逆 向きのダイナミクスである

が,分 岐論的には共通の機構,す なわち極限点の階層構造によるものであることがわかる.こ の節で

は空間1次 元の場合に限定して話を進める.ま ず自己崩壊パ ターンから考 えよう.こ こでは具体的に

多重パルス解の崩壊過程を題材にする.次 のFitzHugh-Nagumo方 程式が一定波形 を保ちながら伝播

するパルスをもつことはよく知られている(例 えば[20]の 第4章 と文献).

(2)

パルスのテールの振る舞い,す なわち平衡点(0,0)へ 漸近するときの軌道の挙動は進行波座標で見

た ときの平衡点での固有値に依存 して決まる.単 調な場合が よく知 られているが,パ ラメータα,ッ

をうまくとれば振動するテール(固 有値が複素共役対 を含む)を もつようにで きる.そ のとき単調 な

場合 と異なり,安 定な多重パルス解をもつことが知 られている.こ こで閾値パラメータαを大 きく
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図3:振 動型 テー ルを もつ3連 パ ルス解 の自己崩壊.

図4:振 動型テールをもつ3連 パルス解 の自己崩壊 の大域分岐図.

横 軸は閾値パ ラメー タ α,縦軸 は解 のノル ム.1山 か ら3山 の各

パルス の枝 の極限点 の位 置 は極 めて高い精度で一致 する.逐 次

崩壊が起 きるの は,こ の位置 よ り右 の ところである.

してい くと図3の ように3連 パルス解は

崩壊 してい く.そ れは一気 に壊れるので

はな く,ま ず先頭のパルスがつぶれ,し

ばらく2連 パルス として進み,再 び先頭

のパルスがつぶれて,1連 パルス とな り

最後にそれもつぶれて崩壊するという過

程を経る.個 々のパルスが次々と壊れて

い く過程 を逐一記述することは極めて困

難であるが,各 パルス解 の枝全体が ど

の ような構造 を成すか を考 える と見通

しが よくなる.実 際,3連 パルスの場合

AUTOを 用いて各パルスの枝 を追跡す

ると図4の ように安定パルスと不安定パ

ルスの枝が会合 し,さ らにそれ らn-連

パルス(n=1,2,3)の 極限点がほぼ同

じ場所に位置 し,そ れより大きい値では

伝播するパルス解はない.こ のような構

造 は極限点(あ るいはサ ドル・ノー ド点

もしくはフォール ド点)の 階層構造 とよ

ばれる.極 限点そのものは1つ の伝搬す

るパルス解であり,パ ラメータ値が少し

大 きくな り,パ ルス解は消滅しても,そ

こでのベク トル場はそれに近い.よ つて

初期値が適当であれば,極 限点付近にし

ばらく留 まることになる.こ れがある一

定の間は普通のパルスのように伝播する理由となつている.こ れを極限点の余韻 とよぼう.こ の余韻

の後,解 がどのように振舞 うかは,下 の枝の不安定多様体が どこにつながっているかに依存する.つ

まり不安定多様体のつながり具合の余韻が効いてくる.今 の場合,次 々とパルスの山の数が減る方向

に軌道は駆動されてい くので,最 終的には自明な零解に落ち込む.こ こで軌道はパルス解がもはや存

在 しないパラメータ値のところで次々と変遷 しているということに注意 しよう.そ こでは自明な解 し

かないのであるが,し ばらくの間パルスのように振舞うのは,そ の裏で隠れた分岐とそれに付随する

不安定多様体の連結構造が駆動 しているからである.と くにいつ崩壊が起きるのか?と いう間に対 し

ては,極 限点の位置がその転移点(onset)を 与える.

 自己複製は実は上の自己崩壊の逆プロセスとなる.つ まり山の数が減る方向ではなく,増える方向に不

安定多様体がつながつていれば,崩壊ではなく,複製が起 きる.こ のような構造はGray-Scottモ デルに

限つたことではなく,自 己複製ダイナミクスのあるところ普遍的に見られる.実 際,Gierer-Meinhardt

方程式 とよばれる次の形態形成モデル
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(3)

の自己複製パ ターンとその分岐図を図5に 掲げてお く.そ こでも ‘極限点の階層構造'が はっきりと見

える.さ て図5の 時間発展を見ると,斥 力的にパルスは反発 しなが ら,分 裂する様子がわかる.そ の個

数の増え方は2n的 に1→2→4→8で はなく,端 に位置するパルスのみが分裂し1→2→4→6

図5:Gierer-Meinhardtモ デル におけ る自己複製過程.上 の図 は1次 元 空間におけるパ ルスの自

己複製 の様子 を時間軸 を縦 にとつて表示 した ものであ る.下 の図は1山 か ら始 ま りN山 定常解の

枝 を抑制因子の減衰率 μ を分 岐パ ラメータとして数値 的に求めた ものである.パ ルス間距離 が十分

あ る下の部分 では極 限点 の位置 はほぼ一致 している.
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というように増える.こ れは見方を変えれば,内 部に定常パルスのクラスターを作 りながら広がつて

い く1つ の ‘波'の 形態である.さ てこのクラスターの境界 に位置するパルスのみが分裂できるという

ことは示せるであろうか?

 これは分裂不安定性を伴うパルス間の弱い相互作用の理論を用いれば厳密に導 くことができる([9]).

実際N+1個 の1次 元パルスに適用 して,最 終的に得 られる常微分方程式系の主要部を書 くと,次 の

ようになる.

(4)

ここでTj(j=0,_,N)は 割れ目の深さ,す なわち分裂の深 さを表すパラメータ, hj(j=1,_,N)

は各パルス間距離である.簡 単のため,系 全体の平行移動に関わる方程式は省略した.ま たEは 極限

点からの(符 号付 き)距 離である.ま たすべての係数 ルろ は正である.パ ルス間距離hjの 方程式の右

辺はTjと 分離されているので,閉 じた形で解析可能となり,今 の場合斥力的に反発し合 う.γjの 方程

式はE及 びhjの 値を固定すると,γjの2次 式であ り,γjが 増大するかどうか,す なわち割れ始める

かどうかは,放 物線の切片が零以上 となるかどうかであり,そ れはどの んjが最も大 きいかで決まる.

[9]の 結果より最初 に割れ出すのは両端に位置するh1も しくはhNで あることがわかる(境 界分裂).

これは図5の 数値実験の結果とも一致する.r1ま たは γNの 右辺の切片が零になるという条件からど

れだけパルスが離れれば分裂 し始めるかという臨界距離(そ れはlog IEIの大きさに比例する)も 定義

できる.

 4 生成と消滅を繰 り返す時空力オス

 上で述べてきた生成過程に対応する自己複製 と消滅過程 に対応する自己崩壊とをうまく組み合わせ

ることができれば,最 終状態に落ち込まず,い つまでも動 き続けるダイナミクスを作れるのではない

かという予想が出てくるが,こ れはそれほど簡単ではない.図3の パルスの自己崩壊においても,崩

壊 した先は安定な定数状態で,そ こから抜け出すことはできない.一 旦,崩 壊 したように見えるが,そ

こからまた生まれ出るという復活のダイナミクスが埋め込まれている必要がある.人 工的な例ではな

く,自 然 なモデル方程式においてそれがどのような機構 に基づいているのかはこれまで明らかではな

かつた.Gray-Scottモ デル(1)に 対 しては図1で 既 に生成と消滅を伴 う空間2次 元の時空カオスを

見たが,空 間1次 元で も図6の ように周期パ ターンの生成 と消滅を伴う複雑時空パターンが存在する.

図6を ある部分区間の`窓'で 観察するとい くつかの状態を経巡るサイクルの存在に気付 く.そ れは次

のようなものである.

 1.一 様状態(1,0)に 有限サイズの局在摂動を加えることにより,自 己分裂過程 を経て周期構造を

7
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作 る.

2.し ば ら く周 期 構 造 に留 ま る.

3.周 期 構 造 か ら定 数 状 態Pへ の崩 壊.

4.Pの 不 安 定 化 と一 様 状 態(1,0)へ

の 非 一様 な回 帰,

この ルー プ を模 式 的 に 書 い たの が 図7で

あ る.こ こで 定 数PはGray-Scottモ デ

ル が 自明 な 定 数 解(1,0)以 外 に もつ 定 数

平 衡 解 の 内 の1つ で あ る.第1段 階 は 自

己 複 製 過程 で あ り,第2,3段 階 は 極 限点

の 余 韻 とそ の 後 の 自己 崩 壊 で あ る.第4

段 階 の 回帰 ダ イナ ミ クスが う ま く働 け ば,

全体 と して ぐる ぐる回 り,我 々 が期 待 して

い る ダ イ ナ ミ クス が作 れ そ うで あ る.回

帰 の 際,む ろ ん 全 域 で(1,0)へ 戻 る とい

う意 味 で は な い(一 致 して しま え ば そ こ

で ダ イ ナ ミクス は止 まる).Pの 不 安 定化

は 実 は振 動 的 で あ り,位 相 の ズ レが(1,0)

への非一様な収束をもたらし,結 果 として(1,0)+局 在摂動に戻るという意味で ‘非一様'な 回帰 と書

いた.問 題はこれら4つ のプロセスを途中で止 まることなく,続 けて ぐるぐる回るようにパ ラメータ

がとれるかということである.こ の問題は明らかに相空間における大域的問題である.少 なくとも空

間1次 元の場合には大域的な分岐探索によりその仕掛けが明らかにされつつある.一 言で言 うと図7

図6:1次 元 時 空 カ オ スパ ター ン と空 間 パ ター ンの変 遷.実 線 は

u,点 線 はvを 表 わ す.

図7:Gray-Scottモ デルにお

いて空間周期定常解,不 安定定

数解P,安 定定数解(u,v)=

(1,0)を め ぐるヘテ ロクリニ

ッ クサ イクル を槽 成 で きる.

実際の有限区 間で観察 され る

時空カオスではPか ら(1,0)

へ移るとき,区間全体 で一様 に

行 くのでは な く(真 に(1,0)
へ落 ちれ ばそこから軌道 は出

られない),必 ずそ こか ら自己

複製波が生 み出 され る(1,0)

以外の部分が残 っている.そ

の結果作 られ た周期構造 は一

時的 なものであ り,し ばら く

す ると定数状態Pに 自己崩壊

する.こ の定数Pは 長波長領

域 ではHopf的 に不安定で あ

り,や が て振動 しつつ(1,0)

へ向か う.

8
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のような一 般化 されたヘテロクリニックサイクル'が あるパラメータ値のところで存在 し,そ れを少

し開折 したところで,時 空間カオスが観察されるということが数値的に確かめられている.ペ ージ数

の制約で詳 しくは述べないが([15],[21]参 照),パ ラメータ空間において単独定常パルスの極限点,周

期定常パターンの極限点の集合の最小値,そ して定数平衡点のホップ分岐の3つ の位置関係が時空カ

オスの出現 と消滅 に深 く関わる.

 5 粒子パターンの散乱

 これまでは粒子パターン自身による不安定性,と くに分裂や崩壊について考察 してきた.次 に重要な

ものは粒子パターンそのものは安定であるが,他 の粒子パターンとの衝突による強い相互作用の解明で

ある.い わば散逸系における散乱実験の解析である.と くに入出力関係 を正確 に記述 し,さ らにそれ

を散乱結果の予測に使いたい.散 逸系の粒子散乱の特徴は,同 じ方程式の解であつてもパ ラメータの

値が変わると,粒 子パ ターンの速度が変わり,そ の結果,弾 性的に反射した り,対 消滅 したり,あ るい

は複数の粒子に分裂 したりと実に多様であることである([11],[12]).と くに2次 元や3次 元では,ぶ

つかる角度により局在状態に落ち込んだり(分 子形成),衝 突後,解 の トポロジーが変わってしまう場

合 もあり,一 筋縄ではない.た つた1つ の進行波スポットでもその挙動は弾性球のそれとはかな り振

る舞いが異なることもわかつてきている([8]).こ れまでと同様 に解の大変形 を逐一記述することは極

めて困難である.ま た複製や崩壊のように自分自身の解の不安定化 をもたらす分岐構造が存在するわ

けでもない.こ こでのアイデアは分水嶺解(separator)か ら衝突現象を見 ようというものである([16]

及び[17]参 照).こ の解は非常に広いパラメータ領域で存在 しているが,不 安定度が高 く,発 展方程

式を解いて解を見ていても普通は表に出てこない.し かし散乱の入出力関係がパラメータと共に変化

する遷移点一例 えば反射から対消滅へ一においては,そ れは顔を出す.言 い換えれば軌道は分水嶺解の

安定多様体 に沿つてそれに近付 き,や がて離れる.一 般には不安定次元は1と は限らないので,分 水

嶺解に近付 く解軌道の探索はその次元に応 じた広いパラメータ空間で行 う必要がある.こ れはたとえ

空間1次 元の問題でも容易ではな く,そ れがこの観点から散乱を見 るという発想 を生まなかった理由

の1つ であろう.こ の分水嶺解の近 くのダイナミクスを調べ ると,衝 突後この近 くに来た軌道がどの

ように振 り分けられ,そ の結果 どのような入出力関係 をもたらすかが予測できる.さ らに特異摂動法

などを用いて分水嶺解を厳密に構成することも可能 となる.そ の意味で計算機の1つ の役割は,ど の

ような枠組で考え,何 が厳密に示 し得るかを探る上で羅針盤の役割を果た していると言える.以 下で

はまず空間1次 元Gray-Scottモ デルの反射 ・対消滅の遷移点の分水嶺解 について述べる.

 反射から対消滅へ

Gray-Scottモ デルの定常パルス(速 度c=0)は 互いに反発することは先に挙げたパルス間相互作用

の常微分方程式を用いて示せるが,こ れから直ちに速度が遅いパルス同士 も反射することが想像 され

る[7].こ れは粗 く言えば,速 度が遅ければパルスのもつている ‘慣性力'(運 動エネルギー)が 反発力

というポテンシャルエネルギーの壁 を越えられないであろうという直感に、基づ く.実 際,そ のときの

解の形は対称形に近 く,互 いに近付き合うときも,パ ルス本体が接触する前に反発 して向きを変えて し

まう.し か し例えばGray-Scatモ デルに含まれているパラメータκを小 さくしてい くと,パ ルス速

度は速 くな り,衝 突時には大 きく変形 し,あ る値以下のところでは対消滅するようになる.こ の遷移

点hc前 後でのパルスの振る舞いは図8に あるように,激 しくぶつかり原形を留めないで変形 し,h>
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図8:反 射 と消滅 のセパ ラ ト

リ ックス及 び固有関数.対 消

滅(A)か ら反射(B)へ とパ

ラメー タ たにより入 出力 関係

が変 わる.ど ちらの場合 も大

変形 の後,2本 の角 をもつ分

水嶺解 に近付 く.分 水嶺解C

(a)に お ける線形化 スペ ク ト

ル を計算す ると,平 行移動か

ら来る零 固有値C(e)以 外 に

3つ の不安定 固有値が存在 し,

と くに対称衝突 で は2番 目の

C(c)の 不 安定方向が対 消滅

か反射かの仕分 けに重要な役

割 を果たす.

hcな らば向きを変えたパルスに整形 し, h<hcな らば消えてしまう.し かし注意して見れば,最 終変

形の直前は極めて似た形 一2本の角が生えた双角形一 をとることが図8よ りわかる.実 際,解 はこの

あた りで逡巡するかのように動きがゆつくりとなる.こ こから勢いを盛 り返せるかどうかが反射 と消

滅の境目となる.あ たかも分水嶺の役割をこの遷移状態は担つているように見える.実 際,数 値的に

Newton法 でこの遷移状態 に非常に近い形の定常パルス解(以 下 ‘双角解'と よぼう)を 見つけること

ができる.図8(C)(a)が それである.こ れが分水嶺解である.線 形化スペク トルを計算すると,平

行移動に付随する零固有値(図8(C)(e))以 外に,不 安定実固有値が3つ 存在 し,対 応する固有関数

を実部の大 きい順 に上から並べると図8(C)の ようになる.今 は左右対称の衝突を考えているので,

考える不安定固有関数も左右対称のもの,と くに(c)が 重要となる.実 際(c)の 固有関数方向に沿っ

て微小な正及び負の摂動を分水嶺解に加えると,負 のときは2つ のパルスが対で現れ,正 のときは消

滅する.こ れは分水嶺解 とよばれるにふさわしい.従 つてこの分水嶺解の近傍のダイナミクスを調べ,

軌道が どこを通過するかを見れば,基 本的に反射か対消滅かの判定が可能となる.

2つ の分水嶺解を経巡る散乱過程

2番 目の例 としてガス放電系の定性的なモデルである3種 反応拡散系([1],[24])を 取 り上げ,そ こで

の散乱現象における多段の遷移過程が分水嶺解の観点からどのように理解されるかを述べよう.こ の

モデルでは,2次 元及び3次 元進行スポッ ト解の存在が数値的に知 られてお り,空 間高次元での散乱実

験を行うのに都合がよい.

(5)

図9(A)で は,Tを 分岐パラメータとして,空 間1次 元における定常パルス解の分岐図と,散 乱の典型

10
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図9:(A)ガ ス放 電3種 系 に お け る相 図:下 段 は 散 乱 の 様 子(左:T=15.0,中:T=20.0,右:

T=35.0).(B)(a)Tが 微 か にTsよ り大 きい と き,解 軌 道 は2つ の分 水 嶺 解 の 近 く を通 る.(b)

(c)単 角 解 とそ の不 安 定 モ ー ド.(d),(e)-(g)双 角 解 とそ の3つ の不 安 定 モ ー ド.図 中,実 線(灰

線,及 び破 線)はu(v,及 びw)一 成 分 を表 す.
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的 な入 出力 関係 を示 して い る.定 常 パ ルス 解 か ら進行 パ ル ス解 へ の ドリ フ ト分 岐 は,超 臨界 的 に7d駕

9.7で 起 こ る.こ の分 岐 点近 くで のパ ルス 間相 互 作 用 は反 発 的 な た め,図9(A)(下 段 左)の よ う に散

乱 す る.し か しな が らTを 大 き くす る と,2つ のパ ル ス 解(反 射)か ら1つ の パ ル ス 解 の発 射(合 体)

へ と,T8駕16.1328079で 入 出力 関係 が変 化 す る .こ れ まで と大 き く違 うの は,こ こ で は2つ の 分 水

嶺 解 が1つ の 散 乱 過 程 の な か で 引 き続 い て現 わ れ る.一 方 はGSモ デ ル の 場 合 と よ く似 た,余 次 元3

の双 角 型 定 常 パ ル ス 解(双 角 解)で あ り,も う一 方 は不 安 定 度1の 単 角 型 定 常 パ ルス 解(単 角 解)で あ

る.TがTsよ り微 か にで も小 さい と,解 軌 道 は 一 旦,双 角 解 に近付 い た後,2つ の パ ル ス解 が そ れ ぞ

れ,や っ て来 た方 向へ 帰 つ て い く.一 方,TがTsよ り微 か にで も大 きい と,軌 道 は初 め は 双角 解 に 近

付 き,そ れか ら2つ の 角 の 凹 み の部 分 が盛 り上 が り,単 角 解 に近付 い て い く.(図9(B)(a)の 拡 大 図

を見 よ.)し か しなが ら,こ の単 角 解1ま,T>Tdで ドリフ ト不 安 定 な の で,し ば ら く留 ま つ た後 に,左

右 どち らかへ と動 き出す こ とに な る.こ れ ら2つ の 分水 嶺 解 を次 々 と,ま る で オ リエ ン テ ー リ ング で

のチ ェ ック ポ イ ン トの よ う に,解 軌 道 は通 過 して い く.双 角 解 は,3つ の不 安定 固有 値 を もつ が(λ1=

0.9069>λ2=0.1297>λ3=0.0138),そ の なか の1つ が 飛 び抜 け て 大 き く,こ の不 安 定 性 が 最 終 的

に ダ イ ナ ミクス を支 配 す る.こ の λ1に 対 応 す る不 安 定 モ ー ドの形 は,左 右 対 称 形 で 中 心 に ピー クが あ

る.こ れが 双 角 解 か ら,単 角 解 へ の 変 形 を促 して い る.さ らにTを 増 加 して も,し ば ら くの 間 は,入

出 力 関 係 は変 化 して い ない よ う に見 え る.し カ}しな が ら,散 乱 途 中 の ダ イ ナ ミクス は周期 運動 を示 す.

これ は単 角 解 が7側31.8で,超 臨 界 的 に ホ ップ分 岐 を起 こ し,定 常 解 だ つた もの が,時 間周 期 解 に

変 化 した こ と を示 して い る.こ の 周 期 的 分 水 嶺 解 は ドリ フ ト不 安 定 性 を依 然 と して も つて い る こ と に

注 意 しよ う.解 軌 道 は.一 旦,こ の 単 角 周 期 解 に留 ま っ た後,微 か な揺 ら ぎか ら ドリ フ ト不 安 定 を起

こ し,左 あ るい は右 の どち らか にパ ル ス は動 き出 す こ と にな る(図9(A)(下 段 右)).こ の よ う に衝 突

後,不 安 定 度 の高 い分 水 嶺 解 か ら,低 い ものへ と解 軌 道 が 変 遷 してい く.

 同 ρ よ うに,2つ の分 水 嶺 解 が 出現 す る散 乱現 象 が,空 間2次 元 にお け る進行 ス ポ ッ ト解 同士 の真 正

面衝 突 実 験 に つ い て も見 つ か つ て い る.Tが 十 分 に小 さい と きは,動 か ない 単 角 型 ス ポ ッ ト解 が 安 定

で あ る.Tを 大 き くす る と,7駕28.8で 不 安 定化 して右 あ る い は左 に等 速度 で動 き出す.(進 行 ス ポ ッ

ト解 は,T^;94.0ま で安 定 で あ る.)ド リ フ ト分 岐 近 傍 で は,2つ の 進行 ス ポ ッ ト解 は反 射 す る.空

間1次 元 と同 じ よ うにTを 分 岐 パ ラ メ ー タ と して,逆 方 向 に進 む2つ の ス ポ ッ ト解 を 出力 に返 す 反 射

か ら,Tを 大 き く して い くと,合 体 の後 に1つ の 進行 ス ポ ッ ト解 とな る ものへ 出力 は変 化 す る.図10

(A)は,反 射 一合 体 の境 目 の7s駕69.54853,値 よ り微 か に大 きいT値 で の 散 乱 実 験 の様 子 で あ る.解

軌 道 は まず,瓢 箪 型 の不 安 定 定 常 解(瓢 箪 解:図10(A)左 下)に 近 付 き,そ して単 角 型 の不 安 定 定 常

解(単 角 解:図10(A)右 上)と な る.し ば ら くの単 角 解 に留 ま っ た後,上 下左 右 いず れ か の方 向へ 動

き出 し,元 の進 行 ス ポ ッ ト解 とな る.一 方,TがTsよ り微 か で も小 さ い な らば,2つ のス ポ ッ トは瓢

箪 解 に近 付 い た後,そ れ ぞ れ お 互 い にや っ て 来 た 方角 へ 帰 つ て い く.

 実 際 に定 常解 に近 い 解(例 え ば,図10(A),time=200.とtime=300.)か ら,そ れ ぞ れ の 分 水

嶺 解 を具 体 的 に得 る こ とが で きる.瓢 箪 解 は零 固 有 値 の他 に,5つ の 不 安 定 固有 値 を もつ.な か で も,

最 大 不 安 定 固有 値(λ1=0.6275)が 他 に比 べ て桁1つ 大 き く,瓢 箪 解 ま わ りの解 軌 道 を支 配 す る.こ

の 軸 対 称 な不 安 定 固 有 関 数 φ1(図10(B)(a))は,瓢 箪 解 の“ くび れ"を 持 ち 上 げ る,あ るい は切 り

離 す の に具 合 が よい 形 を して い る.一 方,単 角 解 につ い て は,2つ の不 安 定 固 有 値 と2つ の零 固有 値

が 存 在 す る.こ の2つ の不 安 定 固有 値(λ1=λ2=0.0921)に 対 応 す る不 安 定 モ ー ド(図10(B)(b))
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 図10:(A)進 行スポット解の散乱過程(u成 分のみ表示している.),(B)(a)瓢 箪解(b)単 角解に
ついて,そ の最不安定モード固有関数φ1の形状.

は,そ れぞれの軸について同じプロファイルをもっている,こ れらは,そ れぞれの方向への ドリフ ト

不安定性を示唆 している.

 空間高次元では,真 正面衝突は滅多に起こるものではない.斜 め方向の衝突では,2つ の進行スポッ

ト解の相互作用は斥力的で,軌 道は反れてしまう.し か しながら,空 間パ ターンの個数やパターンそ

のものの トポロジーといった定性的性質は真正面衝突を通 した強い相互作用によってのみ変化 し得る.

つまり,そ のような稀なイベ ントによつてのみ,質 的に全 く新 しい状態へ至ることができる.

 6 今後に向けて

 複雑時空パターンを解明する上で,遷 移ダイナミクスをどのように理解するかは決定的に重要とな

る.そ の代表的な例 として,自 己複製や自己崩壊 さらにそれらが組み合わされた時空 カオス,そ して

最後に進行パルスやスポットの強い相互作用として散乱現象 を取 り上げた.こ れらはほとんどこれま

で数学的には未開拓領域であった.平 衡から遠い ところでの興味あるパター ンダイナミクスは非変分

的構造 をもち,比 較定理や漸近的手法だけでは限界がある.そ のため計算機による解構造の探索,ダ

イナミクスの解明が不可欠 となるが,と りわけAUTO等 による大域的な分岐解析 とそこから抽出さ

れる幾何的関係が重要な意味をもった.散 乱問題では高い不安定度 をもつ分水嶺解が軌道の交通整理

をしているわけだが,こ の不安定解が安定な解とも大域的にはつながつていることも徐々に明らかに

なってきている.今 後にやるべき方向としては第一には

13
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●偏微分方程式の周期解や2次 元解をも含めた大域的枝の探索方法の開発

があろう.こ れは地道で時間のかかる作業であるが,電 波望遠鏡や原子間力顕微鏡の開発 に相当する

重要な仕事である.同 時・に精度保証を伴う理論の枠組みも整備 されていけば非常に強力な道具 となる.

人間の想像力はすばらしいものがあるが,計 算機はそれと相補的であり,よ きパー トナ,___となり得る.

当然のことなが ら,1つ1つ の事実の集積なくして全体像 を考えることはできない.一 方でこれらの手

法で得 られた結果は多くの新たな理論解析を要請する.例 えば,4節 の最後に述べたように,単 独定常

パルスの極限点,周 期定常パ ターンの極限点の集合の最小値,そ して定数平衡点のホップ分岐の3つ

の位置関係が時空カオスの出現 と消滅に深 く関わるが,こ れらは一定の条件下で厳密に計算可能であ

る.そ のときこれらは具体的にどう関連し合つているのであろうか?す なわち一般的に

 ●大域的な枝の位置関係を特徴付ける量の間にどのような内的関連があるのか.

さらにこれとも関係するが,

◎ 大域的な位置関係 をある特異点の開折に帰着することが可能な場合はどんなときか.

という問題がある.一 例としては自己複製で述べたような階層構造をそのダイナミクスを保ったまま,

なんらかの特異点の近傍のダイナミクスに帰着できるかとい うことである.言 い換えると組織中心

(organizing centerが 見つけられるかとも言える.こ れらはどれも簡単ではないが,真 に非平衡なパ

ターンダイナミクスの理解を目指す上では避けて通れない問題 と思われる.
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