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 1 序

 パ ターン形成理論 はその名が示す とお り,非 線形 ・非平衡 系に現れるさまざまな散逸構造(パ

ターン)の形成過程やダイナ ミクスに関わ る数学理論の総称である.ゆ らぎから生 じる非 自明な構

造の生成 を説明する分岐理論,パ ルス解などの大振幅解 に対 しても有効な幾何学的特異摂動論およ

びこれ らに関わ る力学系理論,界 面運動の記述に木可欠な粘性解理論な どの非線形偏微分方程式

論,時 空間の自己相似的パターンの解析に有効な くりこみ群などのスケーリング理論の考え方,カ
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オス的振舞に対する統計的手法,パ ーコレーションの解析に有効な確率論的手法,そ して複雑な時

空パターンを再現す る上で不可欠なさまざまな数値解析の方法な どが関わってきた(例 えば[13]参

照).こ れ らは各々独 自の発展 をしてきたわけであるが,散 逸構造の解明 という課題が恰好の材料

を与え,理 論の発展に酵素的役割を果た してきたの も事実である。その意味ではパター ン形成に現

れるさまざまな現象が直接,数 学理論の形成に寄与 したわけではむろんな く,発 展する 「場」を与

えた というべ きであろう。 この実験 と理論のつなが りは重要である。実際,反 応 と拡散のみにより

ゆらぎから空間非一 様なパターンが生成されるというシナリオは50年 代に既にAlan Turingに よ

り理論的に示されたが,実 験的に非平衡化学反応系において確認 されるには90年 代はじめまで待

たな くてはな らなかった(例 えば[3])。 それは表面張力や対流などの流体力学的効果を排除するの

が難 しかった ことによる.こ の実験的成功が起爆剤 となり,そ れまで予想だにしなかった自己複製

解をはじめとする多 くの動的なパターンが実験室,そ して計算機シミュレーションによつて発見さ

れ,反 応拡散系の新たなページが開かれた.そ れ らの多 くはこれまでの手法では理解が困難なもの

も多いが,同 時にそれは新たな理論の発展の萌芽にもつなが ると期待されるものである.こ の短い

解説ではその一端を紹介したいと思 う.

 問題意識をはっきりさせるため,パ ターン形成理論の これまでの発展を次のような切 口で整理 し

てみよう。以下では定常解,周 期解あるいはカオス解な どのある特定の解のクラスを 「Object」と

よぶ ことにす る。

 1.Obj ectの 発見物語

 2.Obj ect間 の弱い相互作用

 3.Obj ect間 の強い相互作用

むろんこれ らの3段 階は独立ではな く,螺 旋的に発展 してきたわ けである。実際第2,第3段 階は

第1段 階 を踏 まえてはじめて考察可能 となる.第1段 階 は定常解,周 期解,進 行波解,カ オス解等

の数値的発見,厳 密な構成 そしてそれらの安定性,分 岐解析へ とつなが るさまざまなObj ectの 発

見物語 とその諸性質の解析である.こ れはTuringの 拡散不安定化(diffusion-driven instability)の

アイデアが提唱されて以来,綿 々 と続いている基本段階である.近 年の一つの流れは第1段 階で構

成 したObjectが 複数存在するときそれ らの間の相互作用ダイナ ミクスを考 えようというものであ

る。相互作用をしているときの解 の状態がObjectの コピーを重ね合わせたもので良 く近似される

ならばそれ は「弱い」相互作用 とよぶ ことにする(第2段 階).Objectが 自分のidentityを 失わずに,

尾(tail)を通 してのみ相互作用 している状態 といえる.フ ロン トが複数存在す るときの超微速運

動,局 在パルスや渦解が十分離れているときの運動 はその典型例である。第3段 階の 「強い」相互

作用 はそれによりパターンのidentityが 失われてしまうもの をいう. FitzHugh-Nagumo方 程式

の進行パルス解 の対消滅(annihilation)は 古 くか ら知 られている例である.近 年実験室,あ るいは

計算機で発見 された多 くの解 もこのカテゴリーに属する.例 えば図1の 自己複製パ ターン(self-

replicating pattern)は その典型例 である.こ れは一つの定常パルス解から出発 して次々 と自分 と

同 じコピーを作 り出すプロセスであ り,最 後 には領域全体を埋め尽 くす。 ここで問題 にしたいのは

漸近挙動ではな く,そ こにいた る分裂のダイナ ミクスである。すなわち途中の遷移ダイナ ミクスに

興味がある.し か しこの ような強い相互作用は解の大変形 を伴 うために,そ の記述 は難 しく,第

1,2段 階で開発 された方法 も有効 ではない。 それでは何 をてがか りにすればよいのであろうか?

69



406 数学 と化学 ・生物学一 自己複製と自己崩壊のダイナミクスをめぐって

ヒン トは図1を よく見れば,有 限時間ではあるが1山 パルス,2山 パルス型定常解に近い形 を軌道

は通過 していることにある.従 つてそれ らの定常解はア トラクターではないがなんらかの役割を果

たしていると考 えられ る。つまり軌道の無限次元空間における動 く道筋 と定常解の関わ り方を明ら

かにする必要がある.こ れが本解説の主題 となる。

 さて以上に述べた2種 類の相互作用は現実のダイナミクスにおいては共存する。実際,図1に お

ける自己複製過程 において も,分 裂 と分裂の間では互いに「反発」する弱い相互作用が支配的 となっ

ている。そして一・定以上離れた後,は じめて分裂 し始める.時 間スケールで見 るならば,一 般に弱
'
い相互作用はゆっくりとした「slow」タイムスケールであり,強 い相互作用はすばやい「fast」スケー

ル となる.こ のスケールの違いを利用して弱い相互作用に対しては,な んらかの摂動的手法が有効

であり,ダ イナ ミクスを支配する不変多様体 を構成す ることも一般 に可能 となる([8])。 他方強い

相互作用の場合 には現在の ところ理論的に知 られていることはほんのわずかである([9]参 照。比較

定理が成 り立つスカラー方程式の場合にはフロン トの対消滅 についてかな りわかっている[12])。

さらに弱い相互作用 と強い相互作用はどのように関連 しているかについては全 く未開拓 と言ってよ

い。 ここで最初 に我々が考 えたい問題 は次である。

 問題1 自己複製パターンを駆動 している数理的機構はなにか?

 既に述べた ように問題を困難にしているのは,こ れが解の大変形 を伴 う遷移 ダイナ ミクスに関

わつて くるからである。ア トラクターその ものではな く,そ こに至 る途中経過が重要 とな り,摂 動

的アプローチとは異なり,そ の軌道の良い第1近 似を構成することは問題全体 を解 くこととほぼ同

等になってしまう.そ のように振舞わせているガイ ド役はなんだろうか?こ こで無限次元空間にお

ける大域分岐解析が重要な役割 を果たす こととなる。 これ には数値分岐解追跡 ソフ トウエアー

AUTO([4])が 不可欠である. AUTOに よる解析が有用 となるのは不安定解 とそれに付随す る不

安定多様体の挙動について多 くの情報を与えて くれ,そ れが無限次元空間における軌道の道筋 と定

図1:Gray-Scottモ デ ル にお け る1次 元 自 己複 製 パ ター ン

   (F=0.04,k=0.06075, L=0.5, N=50O).こ こで

Lは 区 間 長,Nは 分 点 数 。 図 で はvの み の 時 空 間 変

  化 を描 いて い る。
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図2:Gray-Scottモ デ ル に お け る 時 空 カ オ ス(Du=

2×10-5,Dv=10-5, F=0.035, k=0.05632お

よびL=0.8).右 の ス ナ ップ シ ョ ッ トは 解 が ほ

ぼ定 数 状 態Pか ら出発 し,次 に い くつ か の部 分

  区間 で(u,v)=(1,0)に 落 ち,そ こか ら 自己 複 製

  波 が 進 み,定 常 パ ター ンが し ば ら く現 れ,そ し

て そ れ が 自己 崩 壊 して,再 びPに 戻 る一 つ の サ

イ クル を示 して い る.

常解の関わ り方を明らかにして くれるのである(AUTOは 元々常微分方程式用に作られたものであ

り,そ のまま偏微分方程式に適用 してもうまく動かない.た とえ動 いてもスパゲッティ状の複雑な

網 目が得 られるだけで,情 報 を的確に取 り出すには技術的な問題 をいくつか克服する必要があるこ

とを注意 してお く).

 さて図1で は最終的には安定な定常解 に落ち着いたが,も しこの受け皿の解が消滅するようなこ

とがお これば軌道 はどのように振舞うであろうか?実際パラメータをそのように調節することは可

能であり,図2は その ときの様子である.自 己複製 して,空 間周期的なパターンが生成され るがそ

れらは永続せず,し だいに消滅 し,ほ とん ど一様な状態に もどり,そ こから幾つかのプロセスを経

てまた自己複製パターンが生 まれるということを繰 り返す.そ れは時間周期的ではな く,い わゆる

時空カオス(spatio-temporal chaos)と よばれ るものとなる.時 空カオスの理解には通常,統 計的

手法,例 えば有限の相関時間および相関距離 をもつ,あ るいはLyapunov指 数やベ ク トル解析が

よく用いられる.そ れらは重要な情報 を与 えて くれるが,パ ターン形成 という空間構造に着目する

立場か らはやや不満足である.そ れは基本的にある有限次元空間に射影 して,(有 限次元)力 学系理

論での成果 を適用するという方法である以上,空 間構造の情報をそのまま保持することは難 しい.

考 えるべ き問題 は次のように述べ られ る.

  問題2パ ラメータを変化 させ る時,い つ時空カオスがおこ り(0nset),い つそれが消滅す る

(terminate)か の判定法 を与えよ.ま た軌道はどのような空間パターンを経巡 るかを決定せよ.

 上に述べた無限次元空間での大域分岐 解析によるアプローチはこの間題に対 して も有効であ り,

かつ空間パターンの情報を与 えて くれ る.最 後になったが,以 下で述べる内容は上山大信 との共同

研究[14]お よび[15]に 基づ く.

 2 Gray-Scottモ デル とそのダイナミクス

 自己複製パ ターンは90年 代の初めFISあ るいはCIMAと い う化学反応系 において最初発見 さ

れ,そ の後数値実験においても確認された([11],[17],[18],[19],[20]).そ の時に採用された

数理モデルがGray-Scottモ デルとよばれる次の反応拡散系である.
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(1)

 この系は多様 なダイナ ミクスをもつ。実際,拡 散係数をDu=2×10-5, Dv=10-5と 固定 し,パ ラ

メータ(k,F)を 変化させて得 られた相図が図3で ある。 ここで初期値 としては有限振幅の局在化

した階段関数の摂動を定数状態(1,0)に 与 えた。((1,0)は 偏微分 の意味でも安定 な解であ り,微 小

摂動によつては変化 しないことに注意 しよう.)図3に 現れている2本 の曲線 は下が定数解のサ ド

ル ・ノー ド分岐線で,左 へ横切 ると(1,0)以 外の2つ の定数解P(ノ ー ド)とQ(サ ドル)が 現れ る.

上 はPの ホ ップ分岐線である.こ れら2本 は(k,F)=(1/16,1/16)で 合流 し,そ こで余次元2の 特

異点 となる(Bogdanov-Takens点 とよばれる)。 これ ら2本 の分岐線の近傍領域 に多 くの興味 ある

ダイナ ミクスが存在 し,同 時にダイナミクス間の転移がはっきりとみることができる。実際,番 号

3と 書いたあた りにFを 固定 し,kを 小 さくしてい くと,最 初定常パルス解が現れ,次 に自己複

製パ ター ン,さ らに時空カオスと変遷 してい く。そしてこれらの転移 は突然おこるように見える。

 どのようにしてこれらのダイナ ミクスが生じ,な ぜこれ らの転移がおきるのか,そ れ らの数理的

機構 を考えよう.と くにここでは前節で述べた第3段 階に属するダイナ ミクスの中で最 も興味ある

自己複製パターン(領域3)と 時空カオス(領域4)へ の転移 に焦点をあてることにする。実はこれ ら

の転移機構 を明 らかにすることがそれ らのダイナ ミクスそのものを駆動する仕掛 けをも同時に理解

することにつながるのである.こ れ らの転移が自明でないのは,通 常の分岐理論で説明できるもの

一例 えば定常パルス解か ら進行パルス解への転移一のように,あ るア トラクターか ら別のア トラク

ターへ とパ ラメータに連続的に推移 してい くものではないからである.実 際,後 に述べ るように真

に大域的な構造が裏に隠れてお り,そ の意味で摂動的あるいは,局 所的理論のみではそれらを明 ら

かにするには限界がある。 これは現時点では必然的に計算機 による解析 を必要 とするが,そ れはよ

くある傍証的な数値 シミュレー ションではなく,そ れによりどのような数学の枠組を作 り得るかに

ついての重要な示唆が得 られ るものである。 というより真に平衡か ら遠いパターンダイナ ミクスを

理解するためには想像力の助けとして計算機 という伴侶が不可欠である。さて以下に述べる自己複

製過程あるいは時空カオスにおいてはいずれも秩序構造が崩壊す るというプロセスを含んでいる.

逆説的ではあるが崩壊過程がなければこれらのダイナ ミクスは成立 し得ない。従 って崩壊過程が ど

のような機構によつて駆動されているかをまず考 えよう。

 2。1 自己崩壊

 通常パターン形成 という場合その名が示す とお り,一 様な状態か らゆらぎを経て自発的に空間非

一様 なパターンが作 られて行 くのかが主なテーマであつた。 しか し作 られたものが壊される過程が

ない と物事 は次々 とは変化 して行かない。それでは散逸構造が自己崩壊するとはどの ようなことな

のであろうか?それには2つ の場合が考 えられる。一つは他 との相互作用な くして自分 自身で自発

的に壊れてしまう場合であ り(これを自己崩壊(self-destruction)と よぶ),も う一つは相手(し か し

多 くの場合 は自分のコピー)と の強い相互作用で壊れる場合である。後者の典型例 は次の神経パル

スの伝搬 を記述するFitHugh-Nagumo方 程式(2)の 進行波パルスが衝突するときの対消滅である

(但し抑制因子vの 拡散係数0は0か 小 さい場合).
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(2)

ここでは前者の自己崩壊 に焦点 をあてる.一 言でいえば自己崩壊はサ ドル ・ノー ド分岐の余韻でお

こる。FitHugh-Nagumo方 程式のパルスは後者の典型例であると上で述べたが,実 は抑制因子の

拡散係数Dが 大 きくなるとこのサ ドル ・ノー ド分岐の余韻 により自己崩壊 をもお こすのである.

同じ方程式で もパラメータの値 を変えることで2種 類の崩壊が起 きることに注意 しよう.実 際,1)

図3:境 界 条件 はノイマ ン型 を採 用 した。領域1:定 在パルス,領 域2:進 行パ ルス,領 域3:自

己複製パ ター ン,領 域4:時 空カオ ス,領 域5:フ ロン ト解(定 数状 態Pが(1,0)へ 進 む),

  領域6:対 消滅。
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とともに進行パルス解の族 は図4の ようなサ ドル ・ノー ド構造 をもつ ことが知 られている
。この と

き遅い不安定パルス解の不安定多様体 は(0,0)と い う自明解 につながつている
。 ここでDを サ ド

ル・ ノー ド分岐点 より少 し右に取 り(それ を1)=1)*と 書 こう),初 期値 として階段状の有限振幅の

摂動 を与えると図5の ように最初進行パルス形にまず整形 し,そ のまま伝搬するが しばらくすると

止 まり,そ して減衰 して消える。つまりサ ドル ・ノー ド分岐の余韻 と言つているのはサ ドル ・ノー

ド分岐点の解 と自明解をつな ぐヘテロクリニック軌道が間接的にD=D*で の軌道の振舞いをコン

トロール していることをいうのである(ベク トル場その ものはパラメータに連続的に依存する)
。た

だ注意すべ きは1)=D*で の相空間にはサ ドル ・ノー ド分岐 もなければヘテロクリニック軌道 もな

いので,そ こだけをみているとなにが駆動 しているのかわからないのである
。上に述べた特徴付 け

「サ ドル ・ノー ド分岐の余韻」はいつ どのように自己崩壊が起 きるのかについて厳密な判定法を与え

る.す なわちいつ崩壊が起 きるかはサ ドル.ノー ド分岐点の位置で与えられ,ど の程度パルス的な

振 舞いを持続するかは採用 したパラメータの値 と分岐点 との距離が制御する.そ して崩壊 したあ と

最後 にどこに落ち着 くかはサ ドル.ノ ー ド分岐構造の不安定解の不安定多様体の行 き先で決 まる。

むろん最後の行 き先は大域的な振舞いであ り,一 般 には厳密な理論判定 は難 しく,数 値的追跡に頼

ることになる。

 さ てGrad-Scottモ デ ル に お け る 自 己 崩 壊 を み よ う。 唐 突 で は あ る が 後 との 関 係 か ら12モ ー ド

(1山=2モ ー ド)の 定 常 解 の 自 己崩 壊 を考 え よ う。AUTOで この 解 を追 跡 す る と図6の よ う な分 岐

ダ イ ア グ ラ ム が 得 られ る。 この 場 合 もサ ドル ・ノ ー ド分 岐 が 存 在 し
,定 数 解(P印 の 枝)か らのsub

critica1分 岐 と して 生 まれ た12モ ー ド定 常 解 の 枝 が 反 転 し て サ ドル ・ノ ー ド構 造 を作 つ て い る の

が わ か る.分 岐 直 後 は この 枝 とPが 不 安 定 多 様 体 で つ な が つて お り
,そ れ が サ ドル ・ノー ド分 岐 点

ま で 延 長 さ れ て い る の で あ る。 パ ラ メ ー タkをhminよ り少 し小 さ く と り,初 期 値 を12モ ー ドの

cosine関 数 を採 用 す る と,図7の よ う に な る.一 旦cosine関 数 か ら12モ ー ド定 常 解 に直 ち に整 形

し,し ば ら くそ の状 態 に留 ま り,や が て 一 様 状 態 へ と崩 壊 す る
。 この 場 合 の 不 安 定 解Uの 不 安 定

次 元 は1で あ り,そ れ は定 数 解Pへ とつ なが つ て い る。cosine形 を 多 少 乱 した 初 期 値 か ら出 発 し

図5:進 行波 パ ル ス の 自己崩

壊。抑制因子vの 拡散の

大 きさ を適 当 に大 き く

とれ ば,最 初 パ ル ス は

進 むが や が て 止 ま り,

そ して消滅す る。

図4:
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図6:定 数 解Pか ら分 岐 した12

モ ー ドの 枝 が なす サ ドル ・

ノ ー ド分 岐 。hをhmin=

0.05773408よ り少 し小 さ

く取 れ ば,12モ ー ド解 の

Pへ の 自己 崩 壊 が 起 こる。

図7を 見 よ。

図7:初 期 値 をcosine12モ ー ドに取 った

ときの図6の サ ドル.ノ ー ド分岐 点

お よびPへ とつなが る不安定多様 体

の余 韻.cosine波 形 が一 旦12モ ー

ド解 に整形 してか らPへ と崩壊 す

る.

ても一旦12モ ー ドに整形す ることは確認 されてお り,サ ドル ・ノー ド分岐点の解 は遷移パターン

としての吸引領域は広い。 しかし一般 に不安定次元が2以 上になると初期値 に敏感に依存 し,そ の

ダイナミクスはかな り複雑 となる.し かし基本的にはそのつなが りが明 らかにされれば,複 雑で遷

移的なパ ターンダイナ ミクス もその全容が見 えて くる可能性はある.

2.2 自己複製

 自己複製ダイナ ミクスは図1の ように次々と自分 自身のコピーを生 み出 して行 くプロセスであ

り,自 己崩壊 とは全 く逆の生成過程に見 える。 しかし以下の議論で見 るように,そ れを駆動してい

る機構 「サ ドル ・ノー ド分岐の階層構造」は実質的に自己崩壊のときに見た同じ機構 を積 み重ねた

ものになっているのである.ま さにそうであるがゆえに自己複製 と自己崩壊過程を同時に組み合わ
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図8:サ ドル ・ノー ド分 岐 の

  階 層構 造.点 線 部 分 の

  枝 は不 安定 で あ り,そ

の不 安定 多 様体 は下 層

の安定 な枝 につ なが る.

図9:F=0.04,L=0.5, N=100に お け る 分 岐 ダ イ ア グ ラ ム.濃 い 実 線

は安 定 な,薄 い グ レー の 実線 は 不安 定 な定 常 解 を 表 す .4モ ー ドまで

の サ ドル ・ノー ド分岐 点 の位 置 はh=0 .0608付 近 に1直 線 に並 ぶ.

せることが可能であり,そ の結果として後 に見 る時空カオスを生み出す ことができるのである.上

で同じ機構 といったがそれは次のようなものである.自 己崩壊の場合,不 安定多様体の行 き先が定

数解であったが,自 己複製の場合は山の数が増 えた別の安定パルス解なのである.こ れが階層的に

積 み重なった ものをサ ドル ・ノー ド分岐の階層構造 とよび(図8参 照),こ れにより次々 と分裂 して

い くプロセスが駆動 される.不 安定多様体に沿 って,山 の数が増えた次の安定解のサ ドル.ノ ー ド

分岐点に向かう時がまさに分裂する時に対応する.

 さてここまでは可能性 としてのシナリオを書いたわけであるが本当にこのような構造が方程式の

解構造 に内包 されているのであろうか? 答えはYesで ある.実 際Gray-Sc0tt m0delに おいて,

図1に 対応する分岐ダイアグラムが図9で ある.

 モー ド数が大 きいところでは領域の大 きさが有限である影響が出て,サ ドル.ノ ー ド分岐点の位

置がそろっていないが,5モ ー ドあた りまではほぼ同 じ位置にある.初 期値を対称 に とったので,

2モ ー ド→4モ ー ド→8モ ー ドとい う経路を軌道は とる.図9で はkを 固定 したときの相空間の次

元が無限次元のようには描けないので,上 か ら順番に不安定多様体がつながっているように錯覚す

るが,実 はそのつなが り具合は空間1次 元でも相 当複雑 である.実 際 区間 を広 くとった とき,8

モー ドまで分裂 したあ と,16モ ー ドになるわ けで はないのである.こ の ことはより精密 に議論で

きるがここでは触れない([9]参 照).

 3 時空カオス

 序に述べた問題2を 考えよう.ま ず自分 と同じパターンを次々と生み出す自己複製過程 と作 られ

たパターンが壊れる自己崩壊ダイナミクスをうまく組み合わせて,作 っては壊 し,そ して また作る

76



数学と化学 ・生物学 自己複製と自己崩壊のダイナミクスをめぐつて 413

というダイナ ミクスを構成できないかということを考えよう。図1で は自己複製の後,安 定な4山

定常解に落ち着 き,そ れ以後変化 しない。 もしこの定常解が自己崩壊の節で述べたようなサ ドル ・

ノー ド分岐 をもつならばパ ラメータを調節することで これを定数状態Pへ と崩壊させることはでき

る。 しか しそのときPが 安定ならばそこで止 まり,経 巡 ることにはな らない。従って時間発展が続

くためには例 えばPが サ ドル構造 をもち,自 己崩壊する ときはその安定多様体に沿ってPに 近づ

き,そ の後,今 度 は不安定多様体に沿って再び空間パターンを作る方向に軌道が離脱 してい くよう

になっていないといけない。以上 より求めたいダイナミクスを得るには次を調べる必要がある。

 1.自 己複製 と自己崩壊が同時におこり,か つそれ らを繰 り返すようなパラメータは存在するの

か?

 2。Pの 安定および不安定多様体が上 に述べたようなサ ドル構造になっているのか?

これ らの問題に対 して も分岐解の大域的な配置 と安定性の変化は決定的役割 を果たす。実際F=

0.04とF=0.035に おける定常解お よび定数解Pの パラメータkに 関する分岐ダイアグラムは図

10の ようになる(こ こではわか りやすいように模式図でかいた。 より詳 し くは[15]を 参照)。 一見

この2つ は同じように見 えるが大きな違いはkminとkHopfの 位置関係にある.図 か らわかるように

hminは 定常解の枝のサ ドル ・ノー ド分岐点の中で最小に位置す るもので自己崩壊が起 こるかどうか

の分水嶺 となる。kHopfは 定数解PのHopf分 岐点であ り,こ こでPは 安定性 を回復す る。どちら

の場合 も図10の 矢印の破線部分では自己複製パターンを,太 線部分で は自己崩壊ダイナミクスが

観察 される。 しか し(a)で は自己崩壊がおこるk〈kminにhを とると崩壊後のPは 安定であり,軌

(a) (b)

図1o:(a)F=0.04。 kmi。〈hHopfな の で 自己 複 製 お よび 自己崩 壊 は お こ るが, Pは 安 定 な の で,そ の後 の 時

   間発 展 は ない 。(b)F=0。035。kmin〉kHopfが 成 り立 ち,自 己崩 壊 の 後, Pが 不 安 定 とな るパ ラ メー タ

   hを とる こ とが で き る。 そ こで は時 空 カオ ス が存 在 す る。

77



414 数学と化学 ・生物学一 自己複製 と自己崩壊のダイナミクスをめぐって

道 はPで 止 まってしまう。一方(b)で はkmin>hHopfな のでkmin>h>kHopfとkを とれば,そ こでは

Pは 不安定なので自己崩壊 した後 も軌道はそこで止 まらず次々 と経巡ると考えられ る。実際,h=

0.05632と い う値 をとれ ば,解 は図2の ように振 舞う.す なわち時空カオスが出るか どうかは,

hmin=hHopfが 臨界値 となる.実 際,2つ の曲線k=hmin(F)お よびk=kHopf(F)を パ ラメータ空間

(k,F)を 描 くと図11の ようにな り,2節 の図3の 時空カオスが出現および消滅す る場所(三 日月形

領域)と 重ね合わせ るとピッタ リと合 う。図11の 交点Gがhmin=Hopfに 対応す る。 これで問題2

の最初の疑問は解 けた.こ こで述べる余裕 はないが,実 は図3の 他の転移境界 も同様 な特徴付 けが

可能なのである.

 図2を みれば秩序構造が現れた り消えた りする様子がよくわかる。 この空間秩序の変遷の種はど

こからきているのであろうか? 実 はk=kminで は形式的ではあるが図12に 示 した ようなR上 の

ヘテロクリニックサイクルが形成 されていることがわかる.問 題2の 後半 「時空カオスの軌道はど

の空間パター ンを経巡つているのか?」 という問に対する答 えが これになつている。 このヘテロク

リニ ックサイクルをunfoldす ることで時空カオスが得 られる。 これは有限次元のカオス理論にお

けるhomoclinic tangleを 思い起 こさせる.

 以上の考察 よりここで述べた時空カオスはその出現点(onset)付 近 において低次元常微分方程式

系のカオスに縮約されるというものではな く,大 域的な解構造を踏 まえてはじめて特徴付け可能な

ものである.

 さてζの節で議論 したことは残念なが ら定理 という形ではまだ述べることはできない.実 際ヘテ

ロクリニ ックサイクルの構成要素の一つ:(u,v)=(1,0)と 空間周期構造 をつな ぐヘテロクリニッ

ク軌道の存在一つをとつてみて も厳密な証明はまだできていない。 また数値実験でみている時空カ

オスは有限区間で起 こつてお り,そ こでは上の形式的なヘテロクリニックサイクルの存在すら言え

ない.結 局,無 限区間か ら有限区間への摂動 とパラメータhの2方 向に摂動してい ることになる。

この摂動により上で述べたヘテロクリニ ックサイクルがどのようにして時空カオスに変わるのかそ

の詳細 はよくわかつていない。それにもかかわ らず ここでのアプローチはどのような数学的枠組で

図11:点 線 がk=hHopf-曲 線,

実 線 がk=kmin-曲 線 。

これ ら は一 点Gで 交 わ

り,そ こ で 囲 まれ た領

域(spatio-temporal

 chaos region)で 時 空

カ オ スが 現 れ る。
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  図12:k=hminで はR上 で形式的 に定常解,不 安定定 数解P,安 定定数 解(u, v)=(1,0)を 巡 るヘテ ロ

     クリニックサイ クル を構成で きる。実際 の有限区間で観察 される時空 カオスで はPか ら(1,0)へ

     移 るとき,区 間全 体で一様 に行 くので はな く(真に(1,0)へ 落 ちれ ばそ こか ら軌道 は出れない),

     必 ず 自己複製波が生み出 され る(1,0)以 外の部分 が残 っている。実際,上 のサイ クル はあ る部分

     区間に着 目すれば観察で きる。図2を 見 よ。

考 え れ ば時 空 カ オ ス な る もの をパ ター ン形 成 の 立 場 か ら よ り理 解 で き る か とい う一 つ の提 案 に は

な っ て い る と思 わ れ る.こ れ が さ ら に今 後 の厳 密 理 論 の橋 渡 し に な れ ば と期 待 して い る.

 4 お わ り に

 散逸系のダイナ ミクスにおいて次々 と複雑 に遷移 してい くパターンが どのような数学的機構で駆

動されているのか明 らかにすることはこれまで極めて困難であつた.そ れは数値計算のレベルに限

定 しても,上 で述べた分岐解の大域的な構造 を偏微分方程式系 に対 して明らかにす ることが可能 と

なつたのはごく最近 のことだからである。序で述べた第1段 階のObjectの 分類表 の作成 は基礎

データ として極めて重要であ り,ま たそれなくしてはなにも語れないのであるが,厳 密性は多少譲

るとしても,そ れらの解が無限次元の中で微妙に組合されることで複雑ではあるが生き生 きとした

ダイナ ミクスが どのように形作 られるのかを理解することもこれか らの方向 として興味がある。前

節 までに述べた ことはその方向におけるまだ第一歩にすぎない。
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