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背景①：インターネット・計算機の成長によるデータの氾濫 
背景②：データ科学・AI（人工知能）の発展によるデータの潜在価値抽出の必要性

データの形に着目した数学的解析手法の開発

背景：Shape of Data

どう違う？

どう違う？

材料構造データ

３次元画像データ
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背景：Shape of Data

入力データ

データの解像度
小さな穴が発生 小さな穴が消滅

大きな穴が発生

・離散点データを太らせる（解像度を変える） 
・データの解像度を変えてマルチスケールで形をとらえる 
・穴の発生と消滅による形の特徴づけ

Yasu 
Hiraoka



数学手法：位相的データ解析・パーシステントホモロジー

入力データ パーシステント 
ホモロジー

データに内在する穴の
マルチスケール抽出
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ヘモグロビン原子配置 パーシステント図（PD）

・データに含まれる「穴」の特徴づけ 
・穴の数、サイズ、形状の記述 
・マルチスケール解析が可能

- パーシステント図の各点はデータ内の穴 
- 発生軸は穴の発生パラメータ 
- 消滅軸は穴の消滅パラメータ

パーシステント図構成法
球を膨らませる

穴の発生 
（birth）

穴の消滅 
（death）

b d

パーシステント図

発生半径
消
滅
半
径

b

d

データ点配置

- 対角線付近の点はノイズ 
- 対角線から離れた点はロバスト
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曲線の存在！

パーシステント図

応用：材料科学
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どう違う？

材料構造データ

応用例：ガラス構造解析、高分子劣化・破壊解析、粉体結晶化現象、画像解析 etc

- 曲線の存在による幾何学的秩序の検出 
- 逆問題を解くことで曲線に対応する幾何形状の特定 
- 材料構造・機能相関を調べる新言語の提案

- 画像データに対しても同様に展開可能 
- 機械学習・AIと融合させた新データ解析手法へ発展

Yasu 
Hiraoka



ソフトウェア開発：HomCloud
入力データ

1)東北大学AIMRで開発するTDAソフトウェア（開発リーダー：大林一平氏） 
2)高機能GUIの搭載による汎用性（トポロジーの予備知識は不要） 
3)高速PD計算PHAT、DIPHAを搭載 
4)空間点データおよび2D/3D画像データ解析 
5)PD逆問題、PD統計解析、PDスパース解析（LASSOなど） 
http://www.wpi-aimr.tohoku.ac.jp/hiraoka_labo/index.html

パーシステント図（PD）
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Data Has Shape, Shape Has Meaning, Meaning Drives Value

Gunnar Carlsson (math. Stanford, AYASDI)

Konstantin Mischaikow (math. Rutgers)

Robert Ghrist (math. UPenn)

- ビッグデータ, ソーシャルネットワーク, 医療, 金融 etc

- 流体解析, データ時系列解析

- 情報ネットワーク, センサーネットワーク

位相的データ解析 (Topological Data Analysis, TDA) 
今世紀に数学者が開発した強力なデータ解析手法

東北大WPI-AIMR, CREST TDA, SIP, MI^2
- 材料科学（ガラス, 粉体, 高分子, 金属, etc）

位相的データ解析
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expansion

AFM 
image

高分子 アモルファス

metallic glass

Fig. 1 left) 3D visualisation of a partially crystallised packing
containing 200,000 beads. right) MegaTwo

opents in topological data analysis has resulted in new tools
that allows us to interrogate the geometry, topology and me-
chanics of granular systems at the grain scale? ? ? .

In this paper we demonstrate that new ideas associated with
computational topology provide an efficient, robust and faith-
ful approach to implementing tractable models to decipher
the complexity of the spatial structures of the configurational
space of granular systems. More specifically, we present a
novel topological characterisation tool, Persistent Homology
(PH), to study dense granular systems. We show that PH
is able to explore and characterise the configurational phase
space of disordered and partially ordered macroscopic gran-
ular systems by identifying key features specific to granular
systems.

We first detail the experimental systems and the imaging
procedure followed by the mathematical description of the
persistent homology, and in particular its application for gran-
ular systems.

2 Experiment and methodology

In this section we briefly present the experimental procedure
and the tools that we utilise to acquire experimental data. Fur-
ther we describe the underlying mathematical technique to in-
terrogate the experimental data to reveal hidden topological
structure in data.

2.1 Experimental

We analyse two sets of experimental granular packings each
containing over 150,000 monosized acrylic beads (diameter d
= 1 mm, polydispersity = 0.025 mm): i) a partially ordered
packing produced using a vibrational protocol with a pack-
ing density of f = 0.685 (see Fig. ??a) and ii) a fully dis-
ordered packing produced by pouring beads into a cylindri-
cal container with a packing density of f = 0.635 (see Fig.
??b). Details of the experimental procedure can be found

elsewhere? ? . Our experiments harness X-ray Computed To-
mography (XCT) and three-dimensional (3D) image analysis
to accurately determine grain centres with the precision of
(< 10�3µm) and grain’s diameter with precisions greater than
⇡ 10�2µm? .

Figure ??(a) shows a 3D rendering of such a partially crys-
tallized structure. The bright regions correspond to locally dis-
ordered aggregates of beads; a disordered core and boundaries
between different crystal domains are thus highlighted. Both
random and crystalline phases coexist in the packing. Figure
??(b) shows the disordered packing.

Helical XCT is utilised to image the internal 3D structure of
the packings with a spatial resolution of 30 microns? ? ? . Our
analyses have been carried out over the entire packing struc-
ture as well as over non-overlapping cubical subsets each con-
taining 4000 beads. These subsets are from the inner region of
the packings, four sphere diameters away from the container
walls. Contrary to the disordered packing, the partially or-
dered packing shows spatial structural heterogeneity (see Fig
??a). Subsets from the partially ordered packing have a wide
range of volume fractions ranging from f = 0.58 to f = 0.73.

2.2 Persistant Homology

Persistent homology? is a technique for quantifying topolog-
ical structures in data? ? . In the past ten years it has become
an increasingly useful tool for studying shape in application
areas from dynamical systems? ? to high-dimensional data-
mining? ? to digital images? ? ? ? . Homology is an algebraic
tool for studying topological structure. The sizes of the ho-
mology groups are called the Betti numbers and these quan-
tify connectivity in each dimension. For objects embedded in
three-dimensional space, the 0-dimensional Betti number, b0
is the number of pieces the object has, b1 is the number of
independent 1-dimensional loops through the space, and b2
counts the number of enclosed voids in the object. Persistent
homology extends traditional homology by tracking how the
homology groups change as an object grows.

Each homology class has two values, which are calcuated
by varying a filtration parameter associated with it (see Sup-
plimental): a birth value and a death value. It is common
practice to represent this information in a Persistence Diagram
(PD) for each dimension of homology. PDk contains all pairs
(b,d), b  d, associated with a persistent homology class in
dimension k.

The bead packing data is specified by coordinates for the
centre of each bead (and its radius), extracted from micro-CT
images. For simplicity, assume the beads are mono-disperse,
with radius r = 0.5mm, and consider the union of balls of ra-
dius a growing around each bead centre, X(a) =

S
B(x,a).

The topology of X(a) is conveniently captured by the alpha
shape, a subset of the Delaunay tessellation (DT) (see Suppli-

2 | 1–??

粉体
silica

D1(Aamo)

CP

CT

CO

BO

deformation of octa.

To appear in Nat. Comm.

Y.H., et al. PNAS (2016)

Materials TDA
WPI-AIMR, CREST, SIP, MI^2I, 超超 (NEDO)
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From materials science to math

[Å2]

[Å
2
]

 

 

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

M
u

lti
p

lic
ity

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

glassliquid

random topology

how different?

random topological features and phase 
transition

representation theory
glass compressed

how persistent?

study multi-persistence (spatiotemporal, 
compression, etc)

inverse problem

how deformed?

study inverse problems (materials design, 
rigidity, etc)

with 浅芝 with 大林

d

topological statistics

temperature

liquid

supercooled 
liquid

glass 
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m
e

glass 
transition

how detect?

detect glass transition and capture 
principal behaviors 

liquid to glass

with 福水with 白井

Yasu 
Hiraoka



講演内容

１．ホモロジー入門 

２．パーシステントホモロジー入門 

３．材料科学への応用例の紹介
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1.1 トポロジーと穴
幾何学：ものの形を研究する数学の分野 
　　　　図形の分類の仕方は基準の定め方によって様々
基準「合同」：図形が重なるときは同じとみなす

�= �= �= �

基準「相似」：スケールをかえて重なる図形は 
　　　　　　　同じとみなす

�= �= �

1. ホモロジー入門
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合同：図形が重なるときは同じとみなす
�= �= �= �

相似：スケールをかえて重なる図形は同じとみなす

�= �= �

代数的（定量的）には，，，

３辺の長さが同じ３角形は同じと見なす

２組の角が同じ３角形は同じと見なす

①

②

①や②は代数的不変量とよばれるものの例
それぞれの代数的不変量を調べることで図形の分類が可能

Yasu 
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トポロジー：幾何学の１分野でその基準は

「切り貼りしない連続変形で重なり合う図形は同じもの」

で与えられます

�= �= �=

�=�= �=

�

�
�=
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トポロジー ＝ 切り貼りしない連続変形はOK！
疑問：何でもありって感じの世界だけど不変な量って
あるの？

�= �= �=

�= �=

�=

�=

連結成分 リング 空洞

1 0 0

2 0 0

1 1 0

1 0 1

連結成分，リング，空洞の数は不変量
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連結成分，リング，空洞：大域的なつながり方を表す量
０次元の「穴」：連結成分
１次元の「穴」：リング
２次元の「穴」：空洞

トポロジー：連続変形で重なり合う図形の 
　　　　　　穴の数は不変

不満：あまりにも「穴」の定義があいまい、、、 
正確な定義 ＝ 代数化

ホモロジー

Yasu 
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ホモロジーとは
X幾何学的対象　に対して

H0(X) = Rk0

Hq(X) = Rkq

H1(X) = Rk1

k0：連結成分の数
：リングの数k1

k2

kq

：空洞の数

：q次元の「穴」の数
を表す，代数的な道具（現代数学に必須！）

西浦先生H0( ) = R10

H1( ) = R36西浦先生

H0( ) = R

H1( ) = R847

H2( ) = 0

H2(X) = Rk2
Yasu 
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1.２．穴を定義する

ホモロジーの導入の流れ

多面体 鎖複体 ホモロジー代数化
（境界に着目した） 
穴の情報抽出

幾何学的対象 代数的対象

「連結成分，リング，空洞」を表すホモロジーを 
代数的に定義してみるYasu 
Hiraoka



多面体：頂点，辺，三角形，…，高次元の三角形を 
　　　　　（ズレが無いように）張り合わせた図形

頂点
(０次元)

辺
(１次元)

三角形
(２次元)

四面体
(３次元)

多面体の例 多面体ではない例

多面体（単体複体）Yasu 
Hiraoka



単体複体（多面体）
有限集合　と　の部分集合の集まり　が

をみたすとき　　　　　 を（抽象）単体複体とよぶ

V V ⌃

v 2 V =) {v} 2 ⌃

⌧ 2 ⌃, � ⇢ ⌧ =) � 2 ⌃

X = (V,⌃)

1

2 3 X = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, {3}}

単体複体の例）
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多面体の例

ヘモグロビンの多面体モデル
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１次元の穴：リング

１次元の穴（リング）の特徴付け
境界のない１次元図形で２次元図形の境界になって 
いないもの

穴って何だ？

リングなし

境界あり

リングあり

境界なし

1次元図形は境界がなければ「リング」？

そうでもない

1次元図形　　には境界がないが 
２次元図形　　の境界になっているので 
リングが消失！

リングなし

Yasu 
Hiraoka



２次元の穴：空洞

２次元の穴（空洞）の特徴付け
境界のない２次元図形で３次元図形の境界になって 
いないもの

空洞なし

境界あり

空洞あり

境界なし

中身
なし 2次元図形は境界がなければ「空洞」？

そうでもない

２次元図形には境界がないが 
３次元図形の境界になっているので 
空洞が消失！

空洞なし

中身
あり

穴って何だ？

Yasu 
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KEYWORD：境界

境界に着目した定式化を行うことで穴を代数化する
ホモロジーのこころ

１次元の穴（リング）の特徴付け
境界のない１次元図形で２次元図形の境界になって 
いないもの

２次元の穴（空洞）の特徴付け
境界のない２次元図形で３次元図形の境界になって 
いないもの

穴と境界

Yasu 
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境界を代数的に取り出そう！
K：多面体, Z2 := {0, 1} (0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1)

定義：鎖群（さぐん）

Kの辺

Kの頂点
C1(K) = {

�
�ij |vivj | ; �ij � Z2}

C2(K) = {
�

�ijk|vivjvk| ; �ijk � Z2}

C0(K) = {
�

�i|vi| ; �i � Z2}

Kの三角形

v1

v0 v2
C1(K) = {a|v0v1| + b|v1v2| + c|v0v2|}
C0(K) = {a|v0| + b|v1| + c|v2|}

C2(K) = {a|v0v1v2|}

Yasu 
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辺の境界： |v0v1|の境界は

と書く
を境界を取り出す操作（線形写像）として

|v0|, |v1|
|v0| |v1|

|v0v1|
@1

境界作用素

@1|v0v1| := |v0|+ |v1|

三角形の境界：

|v0|

|v1|

|v2|

|v0v1v2|の境界は |v0v1|, |v1v2|, |v0v2|

同様に境界を取り出す操作（線形写像）を

と書く
@2|v0v1v2| := |v0v1|+ |v1v2|+ |v0v2|

を境界作用素と呼ぶ@1, @2

0 �! C2(K)
@2�! C1(K)

@1�! C0(K) �! 0 を鎖複体と呼ぶ

Yasu 
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境界の特徴の１つ：境界の境界は無い（空集合）
境界

（空集合）�
境界

境界作用素は同様の性質を保っている？

命題： （続けて境界をとる作用をすれば零になる）

注意）代数的に「境界の境界は無い」を表現している

@1 � @2 = 0

C2(K)
@2�! C1(K)

@1�! C0(K)

ざっと確認：

|v0|

|v1|

|v2|

@1(@2|v0v1v2|) = @1(|v0v1|+ |v1v2|+ |v0v2|)
= @1|v0v1|+ @1|v1v2|+ @1|v0v2|

= |v0|+ |v1|+ |v1|+ |v2|+ |v0|+ |v2|
= 0 (* 1 + 1 = 0)

Yasu 
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境界のない１次元図形で２次元図形の境界に 
なっていないもの

1 次元の「穴」（リング）

穴を代数的にとりだしてみよう

① ②

思い出そう！

ちなみに命題　　　　　    より
B1(K) � Z1(K) � C1(K)
@1 � @2 = 0

①を代数的に表すと

②を代数的に表すと
と書ける

ここで c� � C2(K)

となるZ1(K) := {@1c = 0 c 2 C1(K)} = Ker@1

B1(K) := {c = @2c
0 c 2 C1(K)} = Im@2

Yasu 
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よって 1次元の「穴」を代数的に表現すると
「　　　に対して　　　を零にする操作で生き残るもの」

（操作を　と表す）① ② ③Q

境界のない１次元図形で２次元図形の境界に 
なっていないもの

1 次元の「穴」（リング）

① ②
③

Z1(K) B1(K)

の中で違いが　　　である要素ごとにグループ分け

すると　　　　　　　　　　　　　　　　　に対して
Q(z�) = Q(z) + Q(b) = Q(z)

した各グループが１次元の「穴」を表現することになる

z = z� + b, z, z� � Z1(K), b � B1(K)

Z1(K) B1(K)

Yasu 
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定義：ホモロジー

[z]ここで　 は　が所属するグループを表すz

を１次元ホモロジーとよぶ

宿題）２次以上の定義　　　　　　　も考えてみましょう 
       （同様です）
宿題）穴の柔らかさは実は　　　 が表します．なぜだか 
　　　考えてみましょう

Bq(K)

H1(K) := Q(Z1(K)) = Z1(K)/B1(K)

= {[z] | z � Z1(K)}

宿題）具体的な図形に対して自分でホモロジー群を 
　　　求めてみましょう

Hk(X) (k � 2)

Yasu 
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ホモロジーの計算例（１）
1

2 3

0 �! C2(X)
@2�! C1(X)

@1�! C0(X) �! 0

C2(X) = {0} C1(X) = {↵1|12|+ ↵2|13|+ ↵3|23| : ↵i 2 Z2}

|23||13||12|
|1|
|2|
|3|

Z1(X) = Ker@1 = Span

8
<

:

2

4
1
1
1

3

5

9
=

; ' Z2

H1(X) = Z1(X)/B1(X) ' Z2

鎖複体

単体複体

C0(X) = {↵1|1|+ ↵2|2|+ ↵3|3| : ↵i 2 Z2}

|12|+ |13|+ |23| に対応1次ホモロジー

X = {|12|, |13|, |23|, |1|, |2|, |3|}

@1 =

2

4
1 1 0
1 0 1
0 1 1

3

5

リング

B1(X) = Im@2 = 0
@2 = 0

Yasu 
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ホモロジーの計算例（２）

0 �! C2(X)
@2�! C1(X)

@1�! C0(X) �! 0

C1(X) = {↵1|12|+ ↵2|13|+ ↵3|23| : ↵i 2 Z2}

鎖複体

単体複体

C0(X) = {↵1|1|+ ↵2|2|+ ↵3|3| : ↵i 2 Z2}

1次ホモロジー

1

2 3 X = {|123|, |12|, |13|, |23|, |1|, |2|, |3|}

C2(X) = {↵|123| : ↵ 2 Z2}

@2 =

2

4
1
1
1

3

5

|23||13||12|
|1|
|2|
|3|

Z1(X) = Ker@1 = Span

8
<

:

2

4
1
1
1

3

5

9
=

; ' Z2

@1 =

2

4
1 1 0
1 0 1
0 1 1

3

5
B1(X) = Im@2 = Z1(X)

H1(X) = Z1(X)/B1(X) = 0 リングなしに対応

|123|
|12|
|13|
|23|

Yasu 
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ホモロジーの計算例（３）

0 �! C2(X)
@2�! C1(X)

@1�! C0(X) �! 0

C2(X) = {0}
鎖複体

単体複体

C0(X) = {↵1|1|+ ↵2|2|+ ↵3|3| : ↵i 2 Z2}

1

2 3 X = {|12|, |13|, |1|, |2|, |3|}

C1(X) = {↵1|12|+ ↵2|13| : ↵i 2 Z2}

@1 =

2

4
1 1
1 0
0 1

3

5

|13||12|
|1|
|2|
|3|

Z1(X) = Ker@1 = 0

B1(X) = Im@2 = 0
@2 = 0

1次ホモロジー H1(X) = Z1(X)/B1(X) = 0 リングなしに対応
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ホモロジー線形写像
包含関係 X ⇢ Y Ck(X) ,! Ck(Y )

c 7�! c

線形写像
Zk(X) ,! Zk(Y )

Bk(X) ,! Bk(Y )
単射

ホモロジー線形写像
Hk(X) =

Zk(X)

Bk(X)
�! Hk(Y ) =

Zk(Y )

Bk(Y )

[c] 7�! [c] 注）一般に単射とは限らない 
　（ [ ] は各X,Yで！ ）

1

2 3

1

2 3

1

2 3

⇢ ⇢例）

Z20 �! 0�!H1

ホモロジー線形写像はリングの発生と消滅を表現 パーシステントホモロジー

Yasu 
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2. パーシステントホモロジー入門
ホモロジー

H�
入力 出力

データ 　次元の穴の数�

: 1個の連結成分
: 847個のわっか
: 0個の空洞

ホモロジー

- ポアンカレによって約100年前に考案
- その後，数学者によって数学研究にのみ使われる
- 計算機の発達に伴い計算機を用いてホモロジーを計算する方法
が開発される（計算ホモロジー）
- 生命・材料・情報などへ応用されはじめる（TDAの源流）

H0( ) = R
H1( ) = R847

H2( ) = 0

Yasu 
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2. パーシステントホモロジー入門
パーシステントホモロジー

PH�
ヘモグロビン

0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

_ (birth)

_
 (d

ea
th

)

� = 1

データ 　次元の穴のサイズ
や形状の情報
�入力 出力

パーシステント図(PD)

パーシステントホモロジー

- 数学者Edelsbrunner, Carlsson等によって開発 (2003, 2005年)
- 穴のサイズ, 形状, 階層構造などを扱える
- 数学的進化と同時に，現在急速に諸科学への応用が進められている

発生
b d

消滅
b

d

発生

消滅

PD

PD構成法 - PDの各点はデータ内の穴 
- 発生軸は穴の発生パラメータ 
- 消滅軸は穴の消滅パラメータ 
- 対角線付近の点はノイズ 
- 対角線から離れた点はロバスト

球を膨らませる

Yasu 
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ホモロジーとパーシステントホモロジーの入力の違い
ホモロジー：（単一の）図形
パーシステントホモロジー：図形のフィルトレーション

トポロジーにスケール情報を付与できる

代表的な入力の構成法

チェック複体・アルファ複体
空間点列

リップス複体

方体複体
（高次元）画像データ

まずはこれらの幾何モデルの解説を行う

Yasu 
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入力点列

チェック複体

チェック複体
X = {xi � Rm | i = 1, . . . , n}

C(X, r)

{|xi0 · · ·xik | | \k
j=0 Br(xij ) 6= ;} で定まる単体複体

Br(x) = {y 2 Rm | ||y � x||  r}球体
x
r

例）

観察） [
x2X

B

r

(x)

[
x2X

B

r

(x)

C(X, r)

に穴がある

C(X, r)に穴がある

脈体定理 
（Nerve Theorem）
[
x2X

B

r

(x) ' C(X, r)

切り張りしない連続変形でうつり
あえる（ホモトピー同値）
穴の情報は保持
左辺：原子配置、センサー配置、
データ点列 
右辺：計算機で扱いやすい 
左辺と右辺でトポロジカルな情報
の損失がない
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アルファ複体
入力点列 X = {xi � Rm | i = 1, . . . , n}

X2

X1

X3 X4

X5

X6

Rm = [iVi ：ボロノイ分割
[iBi(r) = [i(Bi(r) \ Vi)

X2

X1

X3 X4

X5

X6

X2

X1

X3 X4

X5

X6

A(X, r)
{Bi(r) � Vi | i = 1, . . . , n}

アルファ複体　　　　
の双対単体複体

（チェック複体と同様に定義）
[
x2X

B

r

(x) ' A(X, r)脈体定理は成立
単体の個数を削減できる（計算量の削減）

実用的にはチェック複体ではなくアルファ複体
の方がよく用いられる．ただし m=3 まで

アルファ複体構成ソフトウェア：CGAL http://www.cgal.org

Yasu 
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入力点列

リップス複体

X = {xi � Rm | i = 1, . . . , n}

リップス複体　　　　

チェック複体とアルファ複体の問題点
…… 高次元空間データの計算が困難

R(X, r)

で定まる単体複体（各ペアで交わりを調べれば良い）
{|xi0 · · ·xik | | Br(xis) \Br(xit) 6= ;, 0  s < t  k}

例）

[
x2X

B

r

(x)

R(X, r)

穴の情報は保たれない
高次元空間のデータで
も計算可能（2点間の
距離がわかれば構成で
きる）

Yasu 
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フィルトレーションの構成法
K(X, r) = C(X, r),R(X, r), or A(X, r)とする
K(X, r) ⇢ K(X, s) for r  s となっている
（各パラメータで交わりを調べているので）

パラメータ r はデータの
解像度を調整

(ref. Edelsbrunner, Mucke) 

{K(X, r)}r�0

フィルトレーションという 
（図形の増大列のこと）

Yasu 
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f : X � R

Xh1 � Xh2 � · · · � XhT

h1

h2

h3

f

X

� �

レベルセット

フィルトレーション
Xh := {x ∈ X | f(x) ≤ h}

関数

h1  h2  · · ·  hT

方法２：レベルセット法

（画像 X 上のグレースケール値とみなす）

方体複体

2値化されている場合

（ピクセルやボクセルの集まりからなる図形）
方体複体のフィルトレーションの作り方

：黒領域を徐々に太らせていく
2値化されていない場合（例：グレースケール画像）
方法１：適当に2値化して太らせる
Yasu 
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X : X1 � X2 � · · · � Xn

X1 X2 X4X3 X5

Edelsbrunner, Letscher, Zomorodian, Carlsson, de Silva

21 nrepresentations on An

H`(X ) : H`(X1) ! H`(X2) ! · · · ! H`(Xn)

パーシステントホモロジー

フィルトレーション
パーシステントホモロジー

ホモロジー線形写像でつなげる

H1(X ) ' I[3, 4]

I[b, d] : 0� · · ·� 0� K � · · ·� K � 0� · · ·� 0
Xb Xdat at

H`(X ) '
sM

i=1

I[bi, di]

b: 発生時刻（birth）, d: 消滅時刻（death）

パーシステントホモロジーの一意分解定理 K = Z2（ここで　　　　）

区間 I[b,d] を生成元ともよぶ。穴の発生，消滅，存続を表現
d-b を生存時間とよぶ
生存時間が短い穴は入力データの摂動で消滅しうる（ノイズ）
生存時間が長い穴は入力データの摂動に強い（ロバスト）

定量的に穴の違いを識別可能（古典的なトポロジーから進化）

Yasu 
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X1 X2 X4X3 X5

H1(X ) ' I[3, 4]

パーシステント図

Dk(X ) = {(bi, di) � R2
�0 : i = 1, . . . , p}

発生

消滅

b

d

パーシステント図（PD）

I[b, d] : 0� · · ·� 0� K � · · ·� K � 0� · · ·� 0
Xb Xdat at

H`(X ) '
sM

i=1

I[bi, di]

b: 発生時刻（birth）, d: 消滅時刻（death）

K = Z2（ここで　　　　）パーシステントホモロジーの一意分解定理

PD内の点は一意分解定理に現れる区間に対応
対角線付近の点は生存時間が短く、対角線から離れた点は生存時間が長い
PDを比較することでデータの穴情報をマルチスケールで比較することが可能 
（一意分解定理があるので比較は意味を持つ）

Edelsbrunner, Letscher, Zomorodian, Carlsson, de Silva

Yasu 
Hiraoka



PDの例
入力データ

半径
小さな穴が発生 小さな穴が消滅

大きな穴が発生

発生

消滅

b

d

PD1

A

B
点Aが青の小さな穴に対応

点Bが赤の大きな穴に対応

PDから穴の発生・消滅時刻、 
大きさなどがわかる

Yasu 
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↵ = ↵5↵ = ↵4

↵ = ↵3↵ = ↵2↵ = ↵1

Birth

D
ea
th

↵2↵3 ↵4 ↵5

PDの例
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PDからの幾何情報の復元 
（空間点データの場合のみ説明）

発生時刻 b：穴を構成する点たちの隣接距離の半分
消滅時刻 d：（だいたい）穴の半径

r = br < b r = d

2b

⇡ 2d

発生単体：発生時刻を決める単体
消滅単体：消滅時刻を決める単体

発生単体
消滅単体

発生単体と消滅単体は計算の過程で求めている
描かせることで穴の位置や形状がわかる（逆問題の一種）

上の例での発生・消滅単体

穴が発生 穴が消滅

Yasu 
Hiraoka



パーシステントホモロジー周辺の最新の話題 
（数学編）

表現論：クイーバー（or 多元環）の表現としての一般化．Auslander-
Reiten理論やグレブナー基底を用いたパーシステントホモロジーの高次元化
が進められている．
統計：パーシステント図をデータとして統計解析を行う位相的統計理論の整
備が進められる．パーシステント図に対する各種ベクトル化を用いた統計解
析法が開発されている（詳しくは福水さんの講演）
逆問題：パーシステント図で検出された特徴を元のデータ空間に引き戻す逆
問題は現実の問題において極めて重要．スパース最適化や追跡法を用いた手
法が開発されている（詳しくは大林さんの講演）

確率論：ランダムグラフの高次元化にあたるランダムトポロジー研究が急速
に発展中．ベッチ数やパーシステント図の極限定理が近年示されつつある．

これらの課題は「CREST TDA」で重点的に研究開発に取りかかる
平岡裕章（代表：東北大）、浅芝秀人（静岡大）、白井朋之（九大）、
福水健次（統数研）、一宮尚志（岐阜大）
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パーシステントホモロジー周辺の最新の話題 
（応用編）

脳科学：ニューロンの相関関係に対するリップス複体を用いたPD解析

生命科学：タンパク質構造のPD解析

ビッグデータ解析：ソーシャルネットワーク, 医療, 創薬，金融 etc

材料科学：

情報通信：センサーネットワークに対するリップス複体を用いたPD解析

ソフトマターやガラスのMD計算や実験画像へのPD構造解析

Giusti et al. PNAS (2015)

後で説明 (AIMR, CREST TDA, SIP, MI^2I)

Robert Ghrist (UPenn)

AYASDI, Inc.

Gameiro et al.  (2015), Cang et al  (2015)

宇宙論：何かのパーシステントホモロジーを計算しているみたい
The Topology of the Cosmic Web in Terms of Persistent Betti Numbers.  

Edelsbrunnerが絡んでいるよう
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シリカの原子配置
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結晶識別可能？ or 両者ともにランダム？
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シリカのパーシステント図
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- PD1を表示（リング構造に着目） 
- 結晶の規則性は 0次元的分布 
- 液体のランダム性は 2次元的分布 
- ガラスは 1次元的分布（曲線）!!

曲線 !!

ガラス

液体 結晶

Y.H., T. Nakamura et al. PNAS (2016)
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ガラスの階層的幾何構造

CP: primary rings generating the others

階層的リング構造

CT: triangles on tetrahedra

CO: three oxygen rings

BO: oxygen rings (    four)�

PD内の曲線の幾何学的な起源

ガラスの幾何構造

逆問題

- optimal cycle 

- continuation
Gameiro, Obayashi, H. Physica D, 2015

Escolar and H. 2015.

Y.H., T. Nakamura et al. PNAS (2016)

Yasu 
Hiraoka



パーシステント図と機械学習
カーネル法 

Persistence Weighted Gaussian Kernel (PWGK)

カーネル変化点検出法
-0.5 0 0.5 1

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
Glass: KPCA, PWGK

red: > 3100K
blue: < 3100K

Kusano, Fukumizu, Y.H. ICML (2016)

✦ PWGKを用いてガラス転移点の検出に成功 
✦逆問題法を適用しガラス転移を誘発する幾何構造を解明 
✦マテリアルズインフォマティックスへの応用も進める

0 20 40 60 80

Index
1 20 40 60 80

3100K

ガラス転移点の検出

液体からガラス

カーネルPCA
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シリーズ・現象を解明する数学

タンパク質構造と
トポロジー
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